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Ñâîéñòâà íåîêëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè
1. Ïîñòîÿííàÿ îòäà÷à îò ìàñøòàáà

F (λK , λ L) = λF (K , L), ∀λ ≥ 0,

▶ Ñ÷èòàåì ýêîíîìèêó äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû áûëè
èñ÷åðïàíû âîçìîæíîñòè äëÿ ñïåöèàëèçàöèè. Ïîýòîìó
îòäà÷à îò ìàñøòàáà � íå âîçðàñòàåò.

▶ Ñ÷èòàåì, ÷òî ìû ó÷ëè âñå çíà÷èìûå ôàêòîðû
ïðîèçâîäñòâà. Ïîýòîìó îòäà÷à îò ìàñøòàáà � íå óáûâàåò.

2. Óáûâàþùàÿ ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ôàêòîðîâ. 1

∂2F (K , L)

∂K 2
< 0,

∂2F (K , L)

∂K 2
< 0,

ò.å. âîãíóòîñòü ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.2
1Ýòî � ïðè÷èíà îòñóòñòâèÿ ýíäîãåííîãî ðîñòà ÂÂÏ íà äóøó íàñåëåíèÿ

â íåîêëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ðîñòà.
2×òîáû ñî÷åòàòü ñâîéñòâà 1 è 2 ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà

çàâèñåòü êàê ìèíèìóì îò äâóõ ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, îò êàïèòàëà K è

òðóäà L.



Ïðèìåðû ôóíêöèé ñ ïîñòîÿííîé îòäà÷åé îò ìàñøòàáà
▶ Ôóíêöèè ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ (CES)

F (K , L) = (αK η + βLη)
1
η , (1)

▶ Â ÷àñòíîñòè (ïðè η = 1) ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ:

F (K , L) = αK + βL

▶ Ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà

F (K , L) = KαL1−α,

ïðè α+ β = 1 ðàâíà ïðåäåëó ôóíêöèè (1):

lim
η→0

(αK η + (1− α) Lη)
1
η = KαL1−α.

▶ Ôóíêöèÿ Ëåîíòüåâà

F (K , L) = min{K , L} .
ïðè α > 0 è β > 0 ðàâíà ïðåäåëó ôóíêöèè (1):

lim
η→−∞

(αK η + βLη)
1
η = min{K , L} .



Ðåçóëüòàòû ñâîéñòâà ïîñòîÿííîé îòäà÷è îò ìàñøòàáà
íåîêëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè

▶ Ìîäåëèðîâàíèå ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè.

▶ Óäîáñòâî àãðåãèðîâàíèÿ.



Ìîäåëèðîâàíèå ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè

Ôèðìû äîëæíû ïîëó÷àòü íóëåâóþ îïåðàöèîííóþ ïðèáûëü3

Π(K , L) = F (K , L)− R K − w L → max
K≥0,L≥0

= 0,

▶ ôèðìû ñ÷èòàþò ñòàâêó àðåíäû êàïèòàëà R çàðïëàòó

ðàáîòíèêîâ w çàäàííûìè, èç-çà ñâîåé ìàëîñòè (pricetaker),

▶ îòñóòñòâóþò �áàðüåðû� äëÿ âõîäà íîâûõ ôèðì íà ðûíîê.

Åñëè ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F (K , L), òî è ïðèáûëü Π(K , L)
c ïîñòîÿííîé îòäà÷åé îò ìàñøòàáà. Òîãäà, ïî òåîðåìå Ýéëåðà4:

Π(K , L) =
∂Π

∂K
K +

∂Π

∂L
L. Â ìàêñèìóìå

∂Π

∂K
K = 0,

∂Π

∂L
L = 0.

3Âûðó÷êà îò ïðîäàæè òîâàðà çà âû÷åòîì ðàñõîäîâ íà ôàêòîðû

ïðîèçâîäñòâà
4Ìîæíî äîêàçàòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì λΠ(K , L) = Π(λK , λL) ïî λ.



Ìîäåëü Ñîëîó (äèñêðåòíîå âðåìÿ), äàëåå L ≡ 1

▶ ôèêñèðîâàííàÿ íîðìà ñáåðåæåíèé s ∈ [0, 1].

▶ íåîêëàññè÷åñêàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

▶ Òåõíîëîãèÿ áåñïëàòíà è äîñòóïíà âñåì êàê

íåèñêëþ÷àþùèé è íåêîíêóðèðóåìûé òîâàð.

▶ çàêðûòàÿ ýêîíîìèêà (èíâåñòèöèè ðàâíû ñáåðåæåíèÿì s F :

Kt+1 − Kt︸ ︷︷ ︸
÷èñòûå èíâåñòèöèè

= s Kα
t A

1−α
t︸ ︷︷ ︸

âàëîâûå èíâåñòèöèè

− δKt︸︷︷︸
àìîðòèçàöèÿ

, K0 = K0 > 0,

▶ g � ýêçîãåííûé òåìï ïðèðîñòà ýôôåêòèâíîñòè òðóäà A

At+1 − At︸ ︷︷ ︸
ðîñò ýôôåêòèâíîñòè

= g At , A0 = A0 > 0.



Ìîäåëü Ñîëîó (äèñêðåòíîå âðåìÿ)

Äèíàìèêà êàïèòàëà è ýôôåêòèâíîñòè òðóäà

Kt+1

Kt
= 1 + s kt

α−1 − δ

At+1

At
= 1 + g ,

5Äèíàìèêà k = K
AL

kt+1 =
(1− δ) kt + s kt

α

1 + g
≈ skt

α + (1− δ − g) kt

5

k =
K

A
⇒ Kt+1

Kt
:
At+1

At
=

kt+1

kt

Ïðè óñëîâèè δ ∼ n ∼ g ∼ s kt
α−1.



Äèíàìèêà êàïèòàëà kt â ìîäåëè Ñîëîó

k0 k1 k2 k∗
0

k∗
skt

α + (1− δ − g) kt

45
◦

kt

k t
+
1



Ìîäåëü AK

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîñòîÿííîé îòäà÷åé îò
êàïèòàëà

Yt = AKt ,

A � êîýôôèöèåíò.6

Íàêîïëåíèå êàïèòàëà íåîãðàíè÷åííî ïðè s A > δ

Kt+1 − Kt = s AKt − δKt , K0 = K0 > 0.

Òåìï ðîñòà

Kt+1 − Kt

Kt
= s A− δ =

Yt+1 − Yt

Yt
.

6Íàïðèìåð, èç-çà âíåøíåãî ýôôåêòà êàïèòàëà íà ýôôåêòèâíîñòü

òðóäà: At = A
1

1−αKt ,Y = Kα
t A1−α

t = AKt .



Äèíàìèêà êàïèòàëà Kt â ìîäåëè AK

k0 k1 k2 k3
0

K
t+

1
=
(1
+
s
A
−
δ)
K
t

45
◦

kt

k t
+
1



Ïîëóýíäîãåííàÿ ìîäåëü ðîñòà

Ðîñò êàïèòàëà

Kt+1 − Kt = s Kα
t A

1−α
t − δKt ,

è ðîñò ýôôåêòèâíîñòè òðóäà

At+1 − At = λKα
t A

1−α
t ,

.

çàâèñÿò îò ôèêñèðîâàííûõ ýêçîãåííûõ íîðì:

δ > 0 � âûáûòèÿ êàïèòàëà,

s > 0 � èíâåñòèöèé â ôèçè÷åñêèé êàïèòàë,

v > 0 � âëîæåíèé â ÍÈÎÊÐ.



Ïîëóýíäîãåííàÿ ìîäåëü ðîñòà

Äèíàìèêà êàïèòàëà, òðóäà è ýôôåêòèâíîñòè

Kt+1

Kt
= 1 + s kt

α−1 − δ

At+1

At
= 1 + λ kt

α,

Äèíàìèêà k
7

kt+1 =
(1− δ) kt + s kt

α

1 + λ kαt

7

k =
K

A
⇒ Kt+1

Kt
:
At+1

At
=

kt+1

kt



Äèíàìèêà êàïèòàëà íà åäèíèöó ýôôåêòèâíîñòè kt

0

k∗

(1−
δ)
k t+

s k
t
α

1+
λ k

t
α

45
◦

kt

k t
+
1



Ìîäåëü ïîëó-ýíäîãåííîãî ðîñòà

k∞
0

g∞

s kα−1− δ − n

s ↑

v k
α

v ↑

Ðèñ.: Òåìï ïðèðîñòà ïîäóøåâîãî êàïèòàëà K̇
K = s kα−1 − δ − n è òåìï

ïðèðîñòà ýôôåêòèâíîñòè òðóäà Ȧ
A = v kα ñõîäÿòñÿ. Ñòàöèîíàðíûé

òåìï ðîñòà ìîæíî óâåëè÷èòü çà ñ÷¼ò óâåëè÷åíèÿ âëîæåíèé â êàïèòàë
(s ↑) èëè â ýôôåêòèâíîñòü òðóäà (v ↑).



Ìîäåëè ñ ãîðèçîíòàëüíûìè èííîâàöèÿìè

Paul M. Romer,

Endogenous technological change

Journal of political Economy 98.5, Part 2 (1990): S71-S102.



Ñîâåðøåííî êîíêóðåíòíûå ñåêòîðû êîíå÷íîãî
ïðîèçâîäñòâà è ÍÈÎÊÐ

Êîíå÷íîå ïðîèçâîäñòâî ñ íåñêîëüêèìè îòðàñëÿìè i

Y = Kα
1 + Kα

2 + . . .+ Kα
A , α ∈ (0, 1),

ïðèíàäëåæàùèìè ëîêàëüíûì ìîíîïîëèñòàì, âîçðàñòàåò ïðè

ðîñòå êîëè÷åñòâà îòðàñëåé A:

Ki =
K

A
⇒ Y = KαA1−α,

çà ñ÷¼ò óâåëè÷åíèÿ ñïåöèàëèçàöèè.

Ýêçîãåííàÿ öåíà ñîçäàíèÿ íîâîé îòðàñëè ñåêòîðîì ÍÈÎÊÐ

1

λ
> 0,

â åäèíèöàõ êîíå÷íîãî ïðîäóêòà.



Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîèçâîäèòåëåé êîíå÷íîãî ïðîäóêòà

Çàäà÷à ïðîèçâîäèòåëåé êîíå÷íîãî ïðîäóêòà

A∑
i=1

(Kα
i − pi Ki ) → max

Ki≥0

äà¼ò óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ íà ðûíêå êàïèòàëà

pi = αKα−1
i .



Ðåøåíèå çàäà÷è ëîêàëüíîãî ìîíîïîëèñòà

Ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà â ïðîèçâîäñòâå êàïèòàëà îòðàñëè i

pi Ki − Ki → max := Πi , ãäå pi = αKα−1
i

Îïòèìàëüíûå öåíà è îáúåì êàïèòàëà

pi =
1

α
, Ki = α

2
1−α .

Ìîíîïîëèñò âñåì ïîòîêîì îïåðàöèîííîé ïðèáûëè

Πi = (1− α) α
1+α
1−α > 0.

ðàñïëà÷èâàåòñÿ ñ äîëãîì v çà ÍÈÎÊÐ, ïî ñòàâêå ïðîöåíòà

r = λΠi = λ (1− α)α
1+α
1−α .



Ðàâíîâåñíûé è îïòèìàëüíûé òåìïû ïðèðîñòà

Çàäà÷à äîìîõîçÿéñòâà

∞∑
t=0

(
1

1 + ρ

)t

ln(ct) → max
ct≥0

.

ïðè îãðàíè÷åíèè íà àêòèâû

at+1 = (1 + r) at + wt − ct , lim
t→∞

(
1

1 + r

)t

at ≥ 0, a0 = v A0.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äàåò òåìï ðîñòà ïîòðåáëåíèÿ

ct+1

ct
=

1 + r

1 + ρ
, ãäå r = λ (1− α)α

1+α
1−α .



Ìîäåëè ñ âåðòèêàëüíûìè èííîâàöèÿìè

Philippe Aghion, Peter Howitt,

A Model of Growth through Creative Destruction

Econometrica, 60, 323�351.



Ìîäåëè ñ âåðòèêàëüíûìè èííîâàöèÿìè

Ïîòåíöèàëüíûé ìîíîïîëèñò

Y = KαA1−α, α ∈ (0, 1)

â ñëó÷àå óñïåõà óâåëè÷èâàåò êà÷åñòâî A â γ ðàç.

âåðîÿòíîñòü óñïåõà

µ = λ
M

A
, λ (1− α) > 0,

ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ïîòðà÷åííûì íà èííîâàöèþ ñðåäñòâ M
â åäèíèöàõ êîíå÷íîãî ïðîäóêòà è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà

öåëåâîìó óðîâíþ A.8

8Â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ çàâèñèìîñòü µ = λ (1− α)
(
M
A

)σ
, σ ∈ (0, 1).



Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîèçâîäèòåëåé êîíå÷íîãî ïðîäóêòà

Çàäà÷à ïðîèçâîäèòåëåé êîíå÷íîãî ïðîäóêòà

KαA1−α − p K → max
K≥0

äà¼ò óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ íà ðûíêå êàïèòàëà

p = α

(
K

A

)α−1

.



Ðåøåíèå çàäà÷è âðåìåííîãî ìîíîïîëèñòà

Ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà â ïðîèçâîäñòâå êàïèòàëà îòðàñëè i

p K − K → max := Π, ãäå p = α (K/A)α−1

Îïòèìàëüíûå öåíà è îáúåì êàïèòàëà

p =
1

α
, K = α

2
1−αA.

Ìîíîïîëèñò âñåì ïîòîêîì îïåðàöèîííîé ïðèáûëè

Π = (1− α) α
1+α
1−αA > 0.

Óñëîâèå íóëåâîé îæèäàåìîé ïðèáûëè (ìåíüøèé òåìï)

µ
Π

r + µ
= M ⇒ λ (1− α) α

1+α
1−α = r + λ

M

A
.



Âíåøíèå ýôôåêòû â ìîäåëÿõ ýíäîãåííîãî ðîñòà

▶ Äåíåæíûå âíåøíèå ýôôåêòû (pecuniary externalities),
êîòîðûå ïðè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè íå âëèÿþò íà
ýôôåêòèâíîñòü.
▶ Ýôôåêò èçëèøêà ïîòðåáèòåëÿ (consumer-surplus e�ect).

Ïîëîæèòåëüíûé âíåøíèé ýôôåêò. Ïðîèçâîäèòåëè (èëè
ïîòðåáèòåëè), êîòîðûå ïîêóïàþò ïðîìåæóòî÷íûé òîâàð ó
äåðæàòåëÿ ïàòåíòà ïîëó÷àþò íåêîòîðûé èçëèøåê, ò.ê.
ìîíîïîëèñò íå ìîæåò îñóùåñòâèòü ñîâåðøåííóþ öåíîâóþ
äèñêðèìèíàöèþ.

▶ Ïåðåìàíèâàíèå ïîêóïàòåëåé. business-stealing e�ect

Îòðèöàòåëüíûé. Ñîçäàíèå íîâîé èäåè óìåíüøàåò
ïðèáûëüíîñòü ñòàðûõ. Âèäèìî ñèëüíåå â ìîäåëè ñ
âåðòèêàëüíûìè èííîâàöèÿìè, ÷åì â àíàëîãè÷íîé ñ
ãîðèçîíòàëüíûìè.

▶ âíåøíèå ýôôåêòû îò èññëåäîâàíèé íà ïîñëåäóþùèå

èññëåäîâàíèÿ â äîêëàäå íå ðàññìàòðèâàëèñü
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